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Correction d’examen

EXERCICE 01 (08/08):

1-

La masse m, est astreinte & se déplacer sans frottement le long  © Y
de I’axe horizontal OY (c’est la premiére liaison), la masse m, est

liée a la masse m, par un fil de longueur fixe [ (c’est la “e liai-
son). Donc le systeme (S) a deux liaisons (K = 2). #
Alors le nombre de degrés de liberté du systeme ests
d=2N—-K=2Q2)-2= %
Les parametres y et ¢ sont considérés comme~toordonnées

généralisées.
Calcul des coordonnées des masses m, et de m, en fonction de

v, petl
Vecteurs positions #
Masse m,: 75 =ye,

Masse m, : 7, =lcospe, + (v + Lsing) e,
Les vitesses

Masse m; : vl = (ve,) =vye,
Masse m, : v, = % (1 cosp ey + (y + Lsing) e_y)) = —lg sinpe, + (y + 19 cosp) e_y>

Les energles cmethues

MaSSG m1 T1 = Emlvlz = %mly
Masse m, : T, = %mzvzz = %mz [12¢2sin?p + (¥ + lg cosp)?] = %mz(lngz + 9%+ 2ly¢ cosgo

L’énergie cinétique du (S) est

T =T, +T, = ;my? +5my(29? + Y2 + 219§ cosp) = = (my +my)y? + 2 1m, (1% + 2y cose)
L’énergie potentielle du (S).

U=U; +U; =0+ myghy, = —myglcose
Le Lagrangien du (S) est donné par

C

1 1
Lo 0.y, 9) =T —U=50m + my)y? + Elmz(lgbz + 2y¢ cosp) — (—myglcose)

TEy? 4 222

=Ly, ¢,9,¢) = M+, @% + myly cos @ + myglcos

Calcul des moments conjugués P, et P,.
dL . .
P, = o (my + my)y + mylgcosp
dL
P, = 10 =m,12¢ + mylycosg
Les équations de Lagrange.
d . ,
E(ﬁ) — 5 =0 —{(m1 + my)y + mylpcosp} —0 = 0= (my + my)y + mzlfpcosq) = cste
= (m1 + my)y + myldcosp — mylg?sing = 0 0.5
d(OL) oL { 2+ mol 1 —( 1V si ] y=0
at\9p) "o myl“g + mylycose myly@ sinp —m,glsing) =

lZ

=>myl*g + mylycosep — mzlyq)sm(p + myly@ sing + myglsing =0
= myl2H + mylicose + myglsing = 0= 1g + jicose + gsing =0
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6- Dans le cadre de I’approximation des faibles oscillations, ¢ - 0 = gos@ = 1 et sing = ¢

>Ilp+y+gp=0
et ’approximation des oscillations lentes (on néglige le terme de 1’équation différentielle en ¢ )
=>(my+my)y+myldp =0

Des deux dernieres expressions, on obtient :

0.5

() 0o - LS ID (Bt g gyt AT
Z
EXERCICE 02 (08/08) : N
1- L’énergie cinétique : % y! %
MasseM:ona l=r+D+y=>y=1l—D—r=cste—r=>y=—7 ! *
|

ou D:distance entre les poulies = cste.
y:distance entre la poulie et la masse M

=Ty =My’ = le
2 2
Massem: ona 7 =ru, =¥ =%(ru_;) = r‘uT+réu_’
=>Tn = %mv2 = %m(fz + rzéz)
Alors I’énergie cinétique du systéme est :
1 2 1 .2 2 . 2
T=TM+Tm=EMr +§m(r +7r°0 )
L’énergie potentielle :
Masse M : Uy, = —Mgy = —Mg II D—r1) =Mg(D—l)+Mgr

Masse m : U,,, = —mgrcos6f
Ou Mg(D — 1) est une constante

Alors I’énergie potentielle totale du systéme est :
U=Uy+ Uy =Mgr—mgrcosd + Mg(D — l)
Donc le Lagrangien du systéme :

1,1 .2 252
L=T—U=EMT +5m(r +r 9)—Mgr+mgrcosH—Mg(D—l)

A une constante additive prés, le Lagrangien est :

1 1 .
L = EM1'~2 +§m(f~2 +r292)_Mgr + mgrcos@

2- Les equations du mouvement.

B i(%)_%:0(:)%[(M+m)f‘]—(mréZ—Mg+mgc059) =0

at
= (M + m)i — mrf? + Mg — mgcosf = 0 (1)

i(a—L) L oo 2 (mr26)—mgrsinf = 0 = 2mri0 + mr28 + mgrsind = 0

dt \ao a0 dt
=20 + 16 + gsinf = 0 2) %

3- L’expression du hamiltonien.

) . . 11
H=Prr+P99—L=Prr+P99—§Mr —Em(r +7°0 )+Mgr—mgrcos€

Ou
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_ 0L _ . . P

Pr—W—(M+m)T:>T—M—m
_O0L _ L. s Py
Py =35 " 9:>9——er
P P, 1 P \* 1 P \? Py \?
=>H:P—T+P—6——M( 4 ) —=m (—T) +r2(—9) + Mgr — mgr cos 0
"M+m Pmrz 20 \M+m 2 M+m mr2

(M +m) =2 (M +m)| +=

(%)] + Mgr — mgrcos@

mr2 2
P2 Py?
>H= 200 +m) 2mr2+Mgr—mgrc059
4- Les équations canoniques :
O p
~ 0P, (M +m)

= G|

B = _%— lr = [29 (_2) + (M — mcos@)g] 3 + (mcos6 — M)g
i Pr ! o 6—M M G0’ 6—-M 0
— = - 7 _ =0
=34 o ) o+ | + (mcos )g| = (M + m)# 3 (mcos )g =

(M + m)# — mré? —mgcosf + Mg = 0 (3)
g=0H _ Py
T 0Py T mr?

Py = _g_]; = —mgrsiné

Y erPg 1 . .
=0 = 7 3[P97"—2TP9]=_3
mr ~ mr mr

=710 + 276 + gsind = 0 4)

Les deux derniéres équations (3) et (4) sont équivalentes aux équations d’Euler-
Lagrange (1) et (2).

5- Lanorme du moment cinétique de la masse m par rapporta 0.
||Em/0|| = |[om x mB|| = ||rd, x m(iw, + réug)|| = mr?6 = Py
6- Le crochet de Poisson du hamiltonien avec la norme du moment cinétique.
OH 0Lpmjo  OH Lo P,

{H, Lm/O}G,P 36 0P, 9P, 00 = mgrsinf — — (0) = mgrsind

. 1 .
[-mgr?sing — 2imr?0] = ——[210 + gsind]
T
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EXERCICE 03 (04/04) :

1. Le lagrangien d’un oscillateur harmonique unidimensionnel. %
1 1 1 1
L=T- U——mq ——kq ——mq ——ma)q

2. Le Hamiltonien H(q,p) du systéeme

H—M—L=pq——mq +2 qu %
Alors

H=pg—L= B—lm(£)2+1mw ——+ mw?
P4 P —amly) tymetdt =g 4 omet

3. On considere la transformation suivante des anciennes variables (g, p) aux nouvelles variables (Q, P)
Q=C.(p+imw.q) et P=C.(p—-imw.q)

Pour que la transformation soit canonique il faut {Q, P},, = 1.
Calculons

(Q PYop = 5o50 = 2290 = imwCC + CimaC = 2imwC? =1

2=
o - 2imw %
4. Le nouveau Hamiltonien # (Q, P).
Q=C.(p+imw.q _ _1
{P:C.(p—i.mw.q):Q-l_P_Zc'p:p_z (@+P)
et
— P =2(i = — %
0 Cimwq = q = 2o @ *

2

_p 1 _
H = ﬁ+2ma) [ (Q+P)] +5 5 MW [ZCma)(Q
Zlmw 1 mw?2imw , 1 5
H= [(Q P)* — m—[(Q P)]? =—lw(Q+P) ——lw(Q P) _—lw4PQ iwPQ

H = leQ

4/4



