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 Correction d’examen  
EXERCICE 01 (08/08): 

1- La masse 𝑚1 est astreinte à se déplacer sans frottement le long 

de l’axe horizontal 𝑂𝑌 (c’est la première liaison), la masse 𝑚2 est 

liée à la masse 𝑚1 par un fil de longueur fixe 𝑙 (c’est la deuxième liai-

son). Donc le système (𝑆) a deux liaisons (𝐾 = 2).  
     Alors le nombre de degrés de liberté du système est : 

                                  𝑑 = 2𝑁 − 𝐾 = 2(2) − 2 = 2 
Les paramètres 𝑦 et 𝜑 sont considérés comme coordonnées 

généralisées. 

2- Calcul des coordonnées des masses 𝑚1 et de 𝑚2 en fonction de 

𝑦, 𝜑 et 𝑙.  

Vecteurs positions 

            Masse 𝑚1 :         𝑟1⃗⃗⃗  = 𝑦𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗  

            Masse 𝑚2 :         𝑟2⃗⃗  ⃗ = 𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ + (𝑦 + 𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜑) 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗  
Les vitesses 

            Masse 𝑚1 :         𝑣1⃗⃗⃗⃗ =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑦𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ ) = �̇�𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗  

            Masse 𝑚2 :         𝑣2⃗⃗⃗⃗ =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑙 𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ + (𝑦 + 𝑙 𝑠𝑖𝑛𝜑) 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ ) = −𝑙�̇� 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗  ⃗ + (�̇� + 𝑙�̇� 𝑐𝑜𝑠𝜑) 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗  

Les énergies cinétiques 

  Masse 𝑚1 :         𝑇1 =
1

2
𝑚1𝑣1

2 =
1

2
𝑚1�̇�

2 

  Masse 𝑚2 :   𝑇2 =
1

2
𝑚2𝑣2

2 =
1

2
𝑚2[𝑙

2�̇�2𝑠𝑖𝑛2𝜑 + (�̇� + 𝑙�̇� 𝑐𝑜𝑠𝜑)2] =
1

2
𝑚2(𝑙

2�̇�2 + �̇�2 + 2𝑙�̇��̇� 𝑐𝑜𝑠𝜑)  

 

 L’énergie cinétique du (𝑆) est 

𝑇 = 𝑇1 + 𝑇2 =
1

2
𝑚1�̇�

2 +
1

2
𝑚2(𝑙

2�̇�2 + �̇�2 + 2𝑙�̇��̇� 𝑐𝑜𝑠𝜑) =
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)�̇�

2 +
1

2
𝑙𝑚2(𝑙�̇�

2 + 2�̇��̇� 𝑐𝑜𝑠𝜑) 

3- L’énergie potentielle du (𝑆). 
𝑈 = 𝑈1 + 𝑈2 = 0 + 𝑚2𝑔ℎ2 = −𝑚2𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠𝜑 

4- Le Lagrangien du (𝑆) est donné par 

𝐿(𝑦, 𝜑, 𝑦,̇ �̇�) = 𝑇 − 𝑈 =
1

2
(𝑚1 + 𝑚2)�̇�

2 +
1

2
𝑙𝑚2(𝑙�̇�

2 + 2�̇��̇� 𝑐𝑜𝑠𝜑) − (−𝑚2𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠𝜑) 

⇒ 𝐿(𝑦, 𝜑, 𝑦,̇ �̇�) =
𝑚1+𝑚2

2
�̇�2 +

𝑚2

2
𝑙2�̇�2 + 𝑚2𝑙�̇��̇� cos𝜑 +𝑚2𝑔𝑙 cos𝜑 

Calcul des moments conjugués 𝑃𝑦 et 𝑃𝜑. 

𝑃𝑦 =
𝑑𝐿

𝑑�̇�
= (𝑚1 + 𝑚2)�̇� + 𝑚2𝑙�̇�𝑐𝑜𝑠𝜑 

𝑃𝜑 =
𝑑𝐿

𝑑�̇�
= 𝑚2𝑙

2�̇� + 𝑚2𝑙�̇�𝑐𝑜𝑠𝜑 

5- Les équations de Lagrange. 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 0 ⇔

𝑑

𝑑𝑡
{(𝑚1 + 𝑚2)�̇� + 𝑚2𝑙�̇�𝑐𝑜𝑠𝜑} −0 = 0 ⇒ (𝑚1 + 𝑚2)�̇� + 𝑚2𝑙�̇�𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 

⇒ (𝑚1 + 𝑚2)�̈� + 𝑚2𝑙�̈�𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑚2𝑙�̇�
2𝑠𝑖𝑛𝜑 = 0 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜑
= 0 ⇔

𝑑

𝑑𝑡
{𝑚2𝑙

2�̇� + 𝑚2𝑙�̇�𝑐𝑜𝑠𝜑} − (−𝑚2𝑙�̇��̇� sin𝜑 −𝑚2𝑔𝑙 sin𝜑) = 0 

⇒ 𝑚2𝑙
2�̈� + 𝑚2𝑙�̈�𝑐𝑜𝑠𝜑 − 𝑚2𝑙�̇��̇�𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑚2𝑙�̇��̇� sin𝜑 +𝑚2𝑔𝑙 sin𝜑 = 0 

⇒ 𝑚2𝑙
2�̈� + 𝑚2𝑙�̈�𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑚2𝑔𝑙 sin𝜑 = 0 ⇒ 𝑙�̈� + �̈�𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑔 sin𝜑 = 0 
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6- Dans le cadre de l’approximation des faibles oscillations, 𝜑 → 0 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜑 ≈ 1  𝑒𝑡 𝑠𝑖𝑛𝜑 ≈ 𝜑  

⇒ 𝑙�̈� + �̈� + 𝑔𝜑 = 0 

et l’approximation des oscillations lentes (on néglige le terme de l’équation différentielle en �̇� ) 
⇒ (𝑚1 + 𝑚2)�̈� + 𝑚2𝑙�̈� = 0 

Des deux dernières expressions, on obtient : 

�̈� +
�̈�

𝑙
(
𝑚1 + 𝑚2

𝑚2
) = 0 ⇔ �̈� −

(𝑙�̈� + 𝑔𝜑)

𝑙
(
𝑚1 + 𝑚2

𝑚2
) = 0 ⇔�̈� (1 −

𝑚1 + 𝑚2

𝑚2
) −

𝑔

𝑙

𝑚1 + 𝑚2

𝑚2
𝜑 = 0 

⇒ �̈� (−
𝑚1

𝑚2
) −

𝑔

𝑙

𝑚1+𝑚2

𝑚2
𝜑 = 0 ⇒ �̈� +

𝑔

𝑙

𝑚1+𝑚2

𝑚1
𝜑 = 0 

 

EXERCICE 02 (08/08) :  

1- L’énergie cinétique : 

Masse M : on a  𝑙 = 𝑟 + 𝐷 + 𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑙 − 𝐷 − 𝑟 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 − 𝑟 ⇒ �̇� = −�̇�   

                   où       𝐷: 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑢𝑙𝑖𝑒𝑠 = 𝑐𝑠𝑡𝑒. 

𝑦: 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑙𝑎 𝑝𝑜𝑢𝑙𝑖𝑒 𝑒𝑡 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑀 

⇒ 𝑇𝑀 =
1

2
𝑀�̇�2 =

1

2
𝑀�̇�2 

 

Masse m :   on a  𝑟 = 𝑟𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑣 =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑟𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ ) = �̇�𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ + 𝑟�̇�𝑢𝜃⃗⃗ ⃗⃗  

⇒ 𝑇𝑚 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚 (�̇�2 + 𝑟2�̇�

2
) 

Alors l’énergie cinétique du système est : 

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 =
1

2
𝑀�̇�2 +

1

2
𝑚 (�̇�2 + 𝑟2�̇�

2
) 

L’énergie potentielle :  

Masse M : 𝑈𝑀 = −𝑀𝑔𝑦 = −𝑀𝑔(𝑙 − 𝐷 − 𝑟) = 𝑀𝑔(𝐷 − 𝑙) + 𝑀𝑔𝑟 

Masse m : 𝑈𝑚 = −𝑚𝑔𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 

            Où  𝑀𝑔(𝐷 − 𝑙) est une constante 

Alors l’énergie potentielle totale du système est : 

𝑈 = 𝑈𝑀 + 𝑈𝑀 = 𝑀𝑔𝑟 − 𝑚𝑔𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑀𝑔(𝐷 − 𝑙) 

Donc le Lagrangien du système : 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 =
1

2
𝑀�̇�2 +

1

2
𝑚 (�̇�2 + 𝑟2�̇�

2
) − 𝑀𝑔𝑟 + 𝑚𝑔𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑀𝑔(𝐷 − 𝑙) 

À une constante additive près, le Lagrangien est : 

𝐿 =  
1

2
𝑀�̇�2 +

1

2
𝑚(�̇�2 + 𝑟2�̇�2) − 𝑀𝑔𝑟 +  𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

2- Les équations du mouvement. 

𝒓 :  
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 0 ⇔

𝑑

𝑑𝑡
[(𝑀 + 𝑚)�̇�] − (𝑚𝑟�̇�2 − 𝑀𝑔 + 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃) = 0 

⇒ (𝑀 + 𝑚)�̈� − 𝑚𝑟�̇�2 + 𝑀𝑔 − 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0   --------------------- (1) 

𝜽 :  
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0 ⇔

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑟2�̇�)—𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇒ 2𝑚𝑟�̇��̇� + 𝑚𝑟2�̈� + 𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

⇒ 2�̇��̇� + 𝑟�̈� + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ---------------------------------- (2) 

3- L’expression du hamiltonien. 

𝐻 = 𝑃𝑟�̇� + 𝑃𝜃�̇� − 𝐿 = 𝑃𝑟�̇� + 𝑃𝜃�̇� −
1

2
𝑀�̇�2 −

1

2
𝑚(�̇�2 + 𝑟2�̇�2) + 𝑀𝑔𝑟 −  𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

Où 

0.5 

𝑢𝜃⃗⃗  ⃗ 

𝑢𝑟⃗⃗  ⃗ 
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‖
𝑃𝑟 =

𝜕𝐿
𝜕�̇�

= (𝑀 + 𝑚)�̇� ⇒ �̇� =
𝑃𝑟

𝑀 + 𝑚

𝑃𝜃 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�
= 𝑚𝑟2�̇� ⇒ �̇� =

𝑃𝜃

𝑚𝑟2

 

⇒  𝐻 = 𝑃𝑟
𝑃𝑟

𝑀 + 𝑚
+ 𝑃𝜃

𝑃𝜃

𝑚𝑟2
−

1

2
𝑀 (

𝑃𝑟
𝑀 + 𝑚

)
2

−
1

2
𝑚 [(

𝑃𝑟
𝑀 + 𝑚

)
2

+ 𝑟2 (
𝑃𝜃

𝑚𝑟2
)
2

] + 𝑀𝑔𝑟 −  𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

𝐻 =
𝑃𝑟

2

(𝑀+𝑚)2
[(𝑀 + 𝑚) −

1

2
(𝑀 + 𝑚)] +

𝑃𝜃
2

𝑚𝑟2 [1 −
1

2
𝑚(

1

𝑚
)] + 𝑀𝑔𝑟 −  𝑚𝑔𝑟 cos 𝜃 

⇒ 𝐻 =
𝑃𝑟

2

2(𝑀 + 𝑚)
+

𝑃𝜃
2

2𝑚𝑟2
+ 𝑀𝑔𝑟 −  𝑚𝑔𝑟 cos𝜃 

 

4- Les équations canoniques : 

𝒓 :  

{

�̇� =
𝜕𝐻
𝜕𝑃𝑟

=
𝑃𝑟

(𝑀 + 𝑚)

𝑃�̇� = −
𝜕𝐻
𝜕𝑟

= − [
𝑃𝜃

2

2𝑚
(
−2
𝑟3 ) + (𝑀 − 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑔] =

𝑃𝜃
2

𝑚𝑟3 + (𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑀)𝑔
 

⇒ �̈� =
𝑃�̇�

(𝑀 + 𝑚)
=

1

(𝑀 + 𝑚)
[
𝑃𝜃

2

𝑚𝑟3
+ (𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑀)𝑔] ⇒ (𝑀 + 𝑚)�̈� −

(𝑚𝑟2�̇�)2

𝑚𝑟3
− (𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑀)𝑔 = 0 ⇔ 

(𝑀 + 𝑚)�̈� − 𝑚𝑟�̇�2 − 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑀𝑔 = 0  ---------------------------(3) 

𝜽 : 

{
�̇� =

𝜕𝐻
𝜕𝑃𝜃

=
𝑃𝜃

𝑚𝑟2

𝑃�̇� = −
𝜕𝐻
𝜕𝜃

= −𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
 

⇒ �̈� =
𝑃�̇�𝑟

2 − 2𝑟�̇�𝑃𝜃

𝑚𝑟4
=

1

𝑚𝑟3
[𝑃�̇�𝑟 − 2�̇�𝑃𝜃] =

1

𝑚𝑟3
[−𝑚𝑔𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 − 2�̇�𝑚𝑟2�̇�] = −

1

𝑟
[2�̇��̇� + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃] 

⇒ 𝑟�̈� + 2�̇��̇� + 𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 -------------------------------------(4) 

 

                          Les deux dernières équations (3) et (4) sont équivalentes aux équations d’Euler-

Lagrange (1) et (2). 

5- La norme du moment cinétique de la masse 𝑚 par rapport à 𝑂. 

                  ‖ℒ 𝑚/𝑂‖ = ‖𝑂𝑚⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑚𝑣 ‖ = ‖𝑟�⃗� 𝑟 × 𝑚(�̇�𝑢𝑟⃗⃗⃗⃗ + 𝑟�̇�𝑢𝜃⃗⃗ ⃗⃗ )‖ = 𝑚𝑟2�̇� = 𝑃𝜃 

6- Le crochet de Poisson du hamiltonien avec la norme du moment cinétique. 

{𝐻, ℒ𝑚/𝑂}
𝜃,𝑃𝜃

=
𝜕𝐻

𝜕𝜃

𝜕ℒ𝑚/𝑂

𝜕𝑃𝜃
−

𝜕𝐻

𝜕𝑃𝜃

𝜕ℒ𝑚/𝑂

𝜕𝜃
= 𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 −

𝑃𝜃

𝑚𝑟2
(0) = 𝑚𝑔𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 
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EXERCICE 03 (04/04) :  

1.  Le lagrangien d’un oscillateur harmonique unidimensionnel. 

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 =
1

2
𝑚�̇�2 −

1

2
𝑘𝑞2 =

1

2
𝑚�̇�2 −

1

2
𝑚𝜔2𝑞2 

2. Le Hamiltonien ℋ(𝑞,𝑝) du système.  

ℋ = 𝑝�̇� − 𝐿 = 𝑝�̇� −
1

2
𝑚�̇�2 +

1

2
𝑚𝜔2𝑞2 

Où  𝑝 =
𝜕𝐿

𝜕�̇�
= 𝑚�̇� ⇒ �̇� =

𝑝

𝑚
 

Alors  

ℋ = 𝑝�̇� − 𝐿 = 𝑝
𝑝

𝑚
−

1

2
𝑚 (

𝑝

𝑚
)
2

+
1

2
𝑚𝜔2𝑞2 =

𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑞2 

3. On considère la transformation suivante des anciennes variables (𝑞, 𝑝) aux nouvelles variables (𝑄, 𝑃)  

                                       𝑄 = 𝐶. (𝑝 + 𝑖.𝑚𝜔. 𝑞)   et   𝑃 = 𝐶. (𝑝 − 𝑖.𝑚𝜔. 𝑞)  

            Pour que la transformation soit canonique il faut {𝑄,𝑃}𝑞,𝑝 = 1.  

Calculons  

{𝑄, 𝑃}𝑞,𝑝 =
𝜕𝑄

𝜕𝑞

𝜕𝑃

𝜕𝑝
−

𝜕𝑄

𝜕𝑝

𝜕𝑃

𝜕𝑞
= 𝑖𝑚𝜔𝐶𝐶 + 𝐶𝑖𝑚𝜔𝐶 = 2𝑖𝑚𝜔𝐶2 = 1 

𝐶2 =
1

2𝑖𝑚𝜔
 

4. Le nouveau Hamiltonien ℋ(𝑄, 𝑃). 

{
𝑄 = 𝐶. (𝑝 + 𝑖.𝑚𝜔. 𝑞)
𝑃 = 𝐶. (𝑝 − 𝑖.𝑚𝜔. 𝑞)

⇒ 𝑄 + 𝑃 = 2𝐶. 𝑝 ⇒ 𝑝 =
1

2𝐶
(𝑄 + 𝑃) 

et  

𝑄 − 𝑃 = 2𝐶𝑖𝑚𝜔𝑞 ⇒ 𝑞 =
1

2𝐶𝑖𝑚𝜔
(𝑄 − 𝑃) 

ℋ =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑞2 =

1

2𝑚
[
1

2𝐶
(𝑄 + 𝑃)]

2

+
1

2
𝑚𝜔2 [

1

2𝐶𝑖𝑚𝜔
(𝑄 − 𝑃)]

2

 

ℋ =
2𝑖𝑚𝜔

8𝑚
[(𝑄 + 𝑃)]2 −

1

8

𝑚𝜔22𝑖𝑚𝜔

𝑚2𝜔2
[(𝑄 − 𝑃)]2 =

1

4
𝑖𝜔(𝑄 + 𝑃)2 −

1

4
𝑖𝜔(𝑄 − 𝑃)2 =

1

4
𝑖𝜔4𝑃𝑄 = 𝑖𝜔𝑃𝑄 

ℋ =  𝑖𝜔𝑃𝑄 
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